Optimierungsverfahren fur alternative statistische Verteilungen

MANFRED BORGENS, WOLFERSHEIM

Zusammenfassung: Das im Folgenden beschriebe-
ne stochastische Optimierungsverfahren schligt eine
Briicke von den Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung zu vielfdltigen Anwendungen, z. B. in
der Medizin. Das Verfahren beruht in seinem Kern
auf dem Satz von Bayes und verfolgt das Ziel, be-
stimmte Entscheidungen unter Unsicherheit zu fil-
len. Eine Voraussetzung dafiir ist das Vorliegen empi-
rischer oder theoretischer statistischer Verteilungen.
Fiir stetige Verteilungen wird eine Verbindung von
Stochastik und Differentialrechnung hergestellt. Der
Rechenweg fiir die Optimierung ldsst sich z. B. in Ex-
cel® implementieren.

Das Optimierungverfahren wird auch in der Statis-
tischen Qualitdtssicherung eingesetzt. Diese Anwen-
dung wird in einem Folgeartikel vorgestellt.

Einfuhrung

Optimierungsverfahren werden im Schulunterricht
auBlerhalb der Differentialrechnung nur wenig be-
handelt. Die Stochastik bietet aber verschiedene An-
sdtze flir die Behandlung von Optimalitidtsproblemen,
die sich unter dem Begriff ,,Entscheidungen unter
Unsicherheit” zusammenfassen lassen und von prak-
tischer Relevanz sind, siehe z. B. Rice (2007, ch. 9).
Fiir die Umsetzung im Mathematikunterricht der Se-
kundarstufe 2 werden dafiir nur stochastische Grund-
kenntnisse vorausgesetzt (bedingte Wahrscheinlich-
keiten, Satz von Bayes, empirische Verteilungen und
gingige Wahrscheinlichkeitsverteilungen, u. a. Nor-
malverteilung).

Es soll zunéchst nicht die Methodik im Vordergrund
stehen, sondern es werden zwei Fallbeispiele vorge-
stellt, um in die Problemstellung einzufiihren. Das
erste Fallbeispiel basiert auf diskreten, das zweite auf
stetigen Verteilungen. Sie sollen zeigen, dass es um
optimale Entscheidungen geht, die auf der Grund-
lage von Risikobewertungen getroffen werden. Bei
beiden Beispielen sind die verwendeten Wahrschein-
lichkeitswerte fiktiv gewahlt und stammen nicht aus
einer empirischen Studie.

Wie aus den Beispielen deutlich werden wird, stehen
am Anfang des Optimierungsverfahrens immer zwei
Verteilungen, die sich auf dieselbe Zufallsvariable
(ZV) beziehen. Die eine Verteilung entsteht, wenn
die ZV bei Vorliegen eines bestimmten Ereignisses E
erhoben wird, die andere unter der Bedingung — E.

Man kann dabei beispiclsweise an die ZV ,,Blut-
druck® denken, die bei Vorliegen einer bestimmten
Erkrankung eine andere Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung in der Bevolkerung hat als bei Menschen ohne
diese Erkrankung.

Hinter den einfiihrenden Beispielen wird dann eine
Methode zur Vorhersage des Ereignisses E entwi-
ckelt. E ist fiir einen Beobachter in der Regel nicht
leicht erkennbar, aber eine Prognose fiir das Vorlie-
gen von E wird durch die Erhebung eines Wertes
der ZV ermdglicht. Das Kriterium fiir die Optimali-
tét der Entscheidung auf E oder — E beruht auf den
Ertrdgen fir richtige bzw. falsche Entscheidungen.
Um das Verfahren rechnerisch umsetzbar zu machen,
wird der Satz von Bayes eingesetzt (Rice 2007, ch.
1.5,ch. 9).

1 Fallbeispiel ,,Erdbebenwarnung* —
Problemstellung

In einem erdbebengefidhrdeten Gebiet gibt ein seis-
mologisches Institut Vorwarnstufen 1 bis 6 bekannt.
Solche Vorwarnungen beruhen auf der Erhebung von
seismischen Messwerten, sind aber nur von begrenz-
ter Zuverldssigkeit. Empirisch lédsst sich aber fest-
stellen: Je hoher die Warnstufe, desto groBer ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass in den nidchsten 24 Stunden
ein Erdbeben auftritt. Dies ldsst sich aus den relativen
Haufigkeitsverteilungen in Tabelle 1 ablesen.

kein Beben Beben
1 0,35 0,05
2 0,2 0,1
3 0,15 0,15
4 0,15 0,2
5 0,1 0,2
6 0,05 0,3

Tabelle 1: Relative Haufigkeiten fir Vorwarnstufen

Die relativen Haufigkeiten sind nicht zeilenweise,
sondern spaltenweise zu lesen. Ein Beispiel: In den
Féllen, in denen einer Vorwarnung kein Beben folg-
te, kam die Warnstufe 4 mit der relativen Héufigkeit
0,15 vor.

Abbildung 1 zeigt die Héufigkeitsverteilungen gra-
fisch.
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Abbildung 1: Empirische Haufigkeiten fur Vorwarnstufen

Wie reagiert ein Unternehmer, dessen Lagerraum erd-
bebengefahrdet ist, auf eine Vorwarnung? Es gibt die
Maoglichkeit, das Lager zu rdumen und den wertvol-
len Inhalt zeitweise an einen sicheren Ort zu bringen.
Wie ldsst sich berechnen, ab welcher Vorwarnstufe
sich das lohnt? Offenbar benétigt man dafiir noch
weitere Informationen, ndmlich die Auftretenshiau-
figkeit von Erdbeben nach einer Vorwarnung und die
Kosten fiir eine Lagerrdumung bzw. fiir den Verlust
des Lagerguts.

2 Fallbeispiel ,,Diagnose“ —
Problemstellung

Eine physiologische Grofle wird als moglicher Indi-
kator fiir eine bestimmte Krankheit vermutet und
deshalb in einer Testreihe bei Kranken und Gesunden
gemessen. Die Messwerte erweisen sich in beiden
Gruppen empirisch als (ndherungsweise) normalver-
teilt mit gleicher Varianz, siche Abb. 2. Will man die-
sen physiologischen Wert zur Diagnose heranziehen,
so stellt sich die Frage, wie grofl der Messwert aus-
fallen muss, um eine Therapie zu rechtfertigen.

Gesunde Kranke
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Abbildung 2: Wahrscheinlichkeitsdichten fiir eine physio-
logische GrolRe

Auch hier sind weitere Informationen erforderlich,
u. a. die Auftretenshéufigkeit der Krankheit. Schwie-
rig (aber erforderlich) ist die Bewertung der Kosten
und Risiken, etwa bei der Frage, welche Schiaden
durch die Behandlung von Gesunden entstehen.

3 Vierfeldertafel

Fiir einen systematischen Ansatz, der u. a. die beiden
Fallbeispiele abdeckt, miissen zunichst die Konse-
quenzen von richtigen und falschen Entscheidungen
bewertet werden, dies wird auch als Risikobewertung
bezeichnet. In einer Vierfeldertafel werden dafiir
Ertrdge festgelegt. Positive Ertridge sind Gewinne,
Einnahmen o.4., negative Ertrige sind Kosten, Ver-
luste 0.4. Schaut man sich die Fallbeispiele an, so
wird klar, dass die Festlegung der Ertrige meistens
nicht einfach sein wird, aber selbst Schitzwerte sind
immer noch besser als der vollige Verzicht auf ein
Optimierungsverfahren.

Bei den hier behandelten Problemen treten dichoto-
me Ereignisse auf, also Paare von Ereignissen (— E,
E). Das erste Ereignispaar liegt in der Zukunft oder
ist zumindest zum Zeitpunkt des Optimierungsver-
fahrens unbekannt. Wir bezeichnen es mit (G, S),
was die Interpretation ,,Gut™ / “Schlecht” nahelegt.
Tabelle 2 zeigt, was dies fiir unsere Fallbeispiele be-
deuten wiirde.

~E=G E=S
Erdbebenwarnung | kein Erdbeben | Erdbeben
Diagnose gesund krank

Tabelle 2: Dichotome Ereignisse bei den Fallbeispielen

Natiirlich ist es willkiirlich, ob man G als — E oder E
wahlt. In beiden Fallbeispielen ist S das mehr interes-
sierende, also vorherzusagende Ereignis (Erdbeben,
Krankheit), deshalb wird hier E = S gewihlt.

Das zweite Ereignispaar betrifft die Entscheidung.
Die Entscheidung wollen wir A nennen, wenn auf-
grund des Messwertes vom Vorliegen von G aus-
gegangen wird, ansonsten lautet die Entscheidung
Z. Das Ereignispaar (A, Z) soll die Interpretation
»2Annahme* / ,, Zurlickweisung® nahelegen. Tabelle 3
zeigt dies fiir die beiden Fallbeispiele.

Erdbebenwarnung Diagnose
Messwert Vorwarnstufe physiol. Wert
A keine Aktion keine Aktion

Z Lager raumen Therapie

Tabelle 3: Entscheidungen bei den Fallbeispielen




Tabelle 4 zeigt die allgemeine Form der Vierfel-
dertafel und ein Beispiel fiir die Erdbebenwarnung
in Abschnitt 1. Dabei sind h,, h,, h . und h  die
Ertrdge, die fiir die vier kombinierten Ereignisse
ANG,ANS,ZANGund Z A S (im Mittel) zu erwarten
sind. Es wurde angenommen, dass die Schidigung
des Lagerinhalts bei einem Erdbeben im Mittel 100
Geldeinheiten kostet, die Raumung des Lagers dage-

gen nur 3 Geldeinheiten.

G S G S
Al h, | h Al 0 | -100
Z| h, | hy z| -3 3

Tabelle 4: Vierfeldertafel (rechts fur Fallbeispiel 1)

4 Optimale Entscheidung

Es soll eine Entscheidung getroffen werden, ob man
von einem (noch unbekannten) Ereignis G ausgehen
soll (Entscheidung A) oder von S =—G (Entschei-
dung Z =—A).

Die Kombinationen AA G und Z A S bedeuten also
richtige Entscheidungen, AAS und Z A G Fehlent-
scheidungen (aufler in den seltenen Fillen, in denen
A und Z die gleiche Wirkung haben).

Die Konsequenzen (in der Regel Risiken) der Ent-
scheidung lassen sich in einer Vierfeldertafel (siche
Abschnitt 3) fiir die richtigen und falschen Entschei-
dungen kostenméBig bewerten Daraus ergibt sich die
Baumstruktur in Abb. 3; dort stehen die Wahrschein-
lichkeiten entlang der Kanten des Graphen und an
den Endknoten. Die Wahrscheinlichkeiten werden ab
Abschnitt 5 berechnet. Auf der unteren Ebene sind
richtige Entscheidungen und Fehlentscheidungen
symbolisch markiert.

P(G) 1-P(G)
G S
P(A|G) 1-P(A|G)  P(A|S) 1-P(A|S)
A Z A Z
P(A~G) v P(Z~G) ¢ P(AAS) ¢ P(Z~S)

Abbildung 3: Allgemeine Baumstruktur fir das Optimie-
rungsproblem

Nun soll hergeleitet werden, wie die Entscheidungen
Aund Z zu treffen sind.

Bisher war in den Fallbeispielen immer von empi-
rischen Messwerten die Rede. Nun sollen aber die
erhobenen Werte als Realisationen einer Zufallsva-
riablen (ZV) X verstanden werden. X ist im Fallbei-
spiel 1 die Warnstufe und im Fallbeispiel 2 die phy-
siologische GroBe. Eine konkrete Realisation X = x
soll die Entscheidung A / Z zwischen = E = G und E
= S bestimmen. Der Schluss von X =x auf A bzw. Z
soll ertragsoptimal erfolgen.

P(C) soll im folgenden fiir die Wahrscheinlichkeit ei-
nes Ereignisses C stehen, P(C | B) fiir die bedingte
Wabhrscheinlichkeit von C unter der Bedingung B.

Es liege nun die konkrete Realisation X = x vor. Wel-
chen Ertrag hat man im Mittel zu erwarten, wenn die
Entscheidung A getroffen wird? Das ist ein einfacher
Erwartungswert, der sich als das folgende gewichtete
Mittel von h, . und h, ¢ schreiben lasst:

P(G[X=x) h,, + P(S|X=x)h,
Der Ertrag bei Entscheidung Z ist entsprechend
P(G|X=x)-h, + P(S|X=x) h,.

Die Entscheidung A ist im Vergleich zu Z giinstiger
oder gleich giinstig , falls

(1) PG|X=x)-h_+PS|X=x)h,
>P(G|[X=x)-h, + P(S| X=x)-h,

Fiir die Entscheidung Z ist das Ungleichheitszeichen
umzukehren.

Nun sind aber P(G | X =x) und P(S | X =x) unbe-
kannt und lassen sich auch aus den vorhandenen Ver-
teilungen nicht direkt ablesen. Hier wird ein Ansatz
nach Bayes notig werden (siche nichste Abschnitte).
Zunéachst soll aber (1) rechnerisch vereinfacht wer-
den:

(1 ist Aquivalent zu
) B:P(G|X=x)=PS|X=x)
mit B=(h,,-h, )/ (h,-h).

Es wird h, >h, vorausgesetzt. Das ist sinnvoll,
denn die richtige Vorhersage von S hat einen hohe-
ren Wert als das ,,Verfehlen™ von S. In der Regel wird
auch h, . >h, . sein, aber die Formel ist ebenso rich-
tig fiir h,;=h,,d. h.=0.

G’

Was haben wir bis hierhin bewiesen? Wir treffen die
Entscheidung A genau dann, wenn fiir die konkre-
te Realisation X =x die Ungleichung (2) erfiillt
ist. Da P(G | X = x) noch unbekannt ist, sind weitere
Uberlegungen erforderlich, die fiir diskrete und steti-
ge ZV X getrennt in den Abschnitten 5 und 7 gefiihrt
werden.




5 Diskrete Wahrscheinlichkeits-
verteilungen

Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der ZV X
bei Vorliegen von E bzw. — E {ibernimmt man die
empirischen Verteilungen (z. B. aus dem Fallbeispiel
in Abschnitt 1). Diese Verteilungen benennen wir wie
folgt:

p(x) =PX=x]G)

py(x) =P(X=x[S)

Fiir das Fallbeispiel in Abschnitt 1 ergeben sich die
gleichen Wertetabellen wie in Tabelle 1.

Nun folgt der Bayes’sche Ansatz fiir das vorliegende
Problem.

G/ S sind konkurrierende Hypothesen im Bayes‘schen
Sinne. Wir betrachten zuerst G:

P(G) a-priori-Wahrscheinlichkeit

P(X =x | G) Likelihood

P(G| X = x) a-posteriori-Wahrscheinlichkeit

Hier taucht die letzte erforderliche Komponente fiir
die notwendige Vorinformation auf (nach Verteilun-
gen und Vierfeldertafel), ndmlich P(G). Fiir die Lo-
sung der Fallbeispiele wird das bedeuten, dass die

Auftretenshaufigkeiten von Erdbeben bzw. Krank-
heit nachgeliefert werden miissen.

Nach dem Satz von Bayes gilt:
P(G|X=x)=P(X=x|G) P(G)/P(X=x)
Fiir S ergibt sich analog:
PS|X=x)=P(X=x]|S)-P(S)/P(X=x)

Die Likelihoods wurden bereits mit Hilfe der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen p. und p, ausgedriickt.
Dies setzen wir in die beiden Bayes’schen Formeln
ein:

P(G|X=x)=p,x) P(G)/P(X=x)

P(S | X =x)=pyx) - P(S)/P(X=x)

Also ist (2) dquivalent zu:

(3) a* py@) 2 py(x) mit a = - P(G) / P(S).

Dies ist der entscheidende Schritt: Die unbekannten
P(G| X =x) und P(S|X =x) in (2) konnten mit
der Bayes’schen Formel durch bekannte Terme aus-

gedriickt werden, weil P(X = x) beim Einsetzen in
(2) weggefallen ist.

(1) — (3) sind also dquivalente Beschreibungen fiir
die Entscheidung A. Durch Umkehrung der Un-
gleichheitszeichen erhilt man die Entscheidungs-
regel fiir Z.

6 Fallbeispiel ,,Erdbebenwarnung* —
Lésung

[ wurde in (2) definiert. Mit Tabelle 4 erhalten wir
p=3/97.

Einer Vorwarnung moge ein Erdbeben empirisch mit
Wabhrscheinlichkeit P(S) = 0,12 folgen.

So erhalten wir mit Abschnitt 5 a = 22/97 = 0,227.

Nun liegen alle Informationen vor, um (3) anwenden
zu konnen.

X a p,(x) py(x) Entscheidung
1 0,0794 0,05 A
2 0,0454 0,10 Z
3 0,0340 0,15 Z
4 0,0340 0,20 V4
5 0,0227 0,20 V4
6 0,0113 0,30 V4

Tabelle 5: Entscheidungstafel fir Fallbeispiel 1

Optimale Entscheidung: Erdbebenwarnung der
Stufe 1 ignorieren, ab Stufe 2 Lagerraum riumen.

Die Optimalitdt der Entscheidung bezieht sich auf-
grund der Herleitung in Abschnitt 4 auf die Mini-
mierung der Kosten. Das wird in Abschnitt 9 noch
vertieft.

Mit Hilfe der Entscheidungsregel (3) lasst sich der
Baum aus Abb. 3 mit Inhalt fiillen. Die Wahrschein-
lichkeiten auf der oberen Ebene stehen fiir empiri-
sche Werte (hier fiktiv gewihlt). Setzt man c als obe-
re Grenze fiir x bei Entscheidung A (hier ¢ = 1), so ist
im Baumdiagramm auf der zweiten Ebene P(A|G) =
Y. .. Ps(x) und P(AIS) =% _ py(x). Die ausmultip-
lizierten Wahrscheinlichkeiten in der untersten Zeile
werden in Abschnitt 9 zur Berechnung des Gesamt-
ertrags verwendet. Das Ergebnis mit anschaulichen
Interpretationen der Ereignisse zeigt Abb. 4.

Beben
vorhergesagt

Beben
erfolgt nicht

0,35 0,95
keine Aktion unnotige keine Aktion Raumung
kein Schaden Raumung Schaden kein Schaden
0,308 0572 % 0,006 % 0,114

Abbildung 4: Wahrscheinlichkeitsbaum fur Fallbeispiel 1




7 Stetige Wahrscheinlichkeits-
verteilungen

Hat die ZV eine stetige Wahrscheinlichkeitsver-
teilung (wie z. B. in Abschnitt 2), so muss wegen
P(X =x) = 0 definiert werden, was unter P(G | X = x)
zu verstehen ist:

P(G| X =x)=lim_, P(G |E,).

0—0
E, steht als Kurzform fiir das Ereignis
x-0<X<x+0d.

Analog wird definiert:

P(S | X =x)=lim,_,P(S|E,).

0—0

P(E, | G) - P(G)

Natiirlich muss noch nachgewiesen werden, dass die-
se Grenzwerte existieren; dies schligt eine Briicke
von der Stochastik zur Analysis.

Der Bayes’sche Ansatz ist hier weitgehend analog
zum diskreten Fall:

P(G) a-priori-Wahrscheinlichkeit
P(E, | G) Likelihood
P(G | E,) a-posteriori-Wahrscheinlichkeit

Analog zu Abschnitt 5§ seien p, und pg die Wahr-
scheinlichkeitsdichten fiir X, je nachdem, ob G oder
S vorliegt. f, und f seien die zugehdrigen stetigen
Verteilungsfunktionen.

Dann ist nach dem Satz von Bayes und dem Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(E, | G) - P(G)

PG I E) =5,

“P(E, 1 G)- P(G) + P(E, | S)- P(S)

P(E, | S)- P(S) |!
=(1+P(E6 | G)-P(G)) =(1

Mit der Regel von I’Hospital folgt:

f(x+0)-f(x-0) P(S)|"
TE(x+0)-f(x-0) PG)|

ps(x +0) +py(x -0) P(S)

PG | X=x)= 1T P(G | Eb)=§i“0(1+

P(x +d) +py(x-d) P(G)) -
p(®) - P(G)

2:-pyx) P©S)\"
=(1+2-pc<x>'P<G>) -

Fir p(S | X=x) ist im Zahler G durch S zu er-
setzen. Mit (2) folgt dann wegen der Gleichheit
der Nenner:

B pox) * P(G) 2 py(x) - P(S) & at* pelx) 2 pyx)
Also gilt auch hier (3) als dquivalente Beschrei-
bung der Entscheidung A.

8 Fallbeispiel ,,Diagnose” - Losung

In Abschnitt 2 moge die Krankheit (beispiels-
weise) bei 9% der Bevolkerung vorliegen. Tabel-
le 6 zeigt eine mogliche Vierfeldertafel.

G S

A 0 -100

Z| -10 100

Tabelle 6: Vierfeldertafel fur Fallbeispiel 2

() - P(G) +py(x) - P(S) *

h,. =0 : Eine gesunde Person wird nicht behandelt.

h,. = -100 : Eine kranke Person wird nicht behan-

AS

delt. -100 steht fiir die Folgekosten.

h,. =-10 : Eine gesunde Person wird behandelt. -10
steht fiir die Kosten der Behandlung und der auftre-
tenden Nebenwirkungen der (unnétigen) Behand-
lung.

h, =100 : Eine kranke Person wird behandelt. 100
steht fiir den Wert der Heilung (Arbeitsfahigkeit, Le-
bensqualitit, Vermeidung oder Reduzierung von Fol-
gekosten) abziiglich der Kosten der Behandlung.

Man berechnet 8 = ZIAO Wegen P(S) = % folgt

oI
180°

Die beiden alternativen Normalverteilungen aus Ab-
schnitt 2 sollen p, = 120, pug = 160 und o = 30 auf-
weisen. Dann ist




ps(¥) ((x - 120)* - (x - 160)2) 3
o) X 230 -

Auf A wird nach (3) entschieden bei
p(X)/p,(x) < @&, also hier bei x < 124,653.

Bei Messwerten unterhalb 124,653 wird auf eine
Behandlung verzichtet, ansonsten wird die unter-
suchte Person therapiert.

Mit Hilfe dieser Entscheidungsregel lédsst sich der
Baum aus Abb. 3 mit Inhalt fiillen. Die Wahrschein-
lichkeiten auf der oberen Ebene stehen fiir empiri-
sche Werte (hier fiktiv gewéhlt). Setzt man c als obere
Grenze fiir x bei Entscheidung A (hier ¢ = 124,653),
so ist im Baumdiagramm auf der zweiten Ebene:

P(AIG) =, p, (¥)dx = £, (c)
P(AIS) =], _, py (¥)dx = £, ()

Das Ergebnis mit anschaulichen Interpretationen der
Ereignisse zeigt Abb. 5.

Erkrankung

liegt
nicht vor
0,5616 0,4384 0,1194 0,8806
keineTherapie]|unndtige Ther]| keine Therapie || Therapie
keine Folgen )| evtl. Schaden ] |schlimme Folgen|| Heilung
0,5111 0,3989 % 0,0107 ¥ 10,0793y

Abbildung 5: Wahrscheinlichkeitsbaum fiir Fallbeispiel 2

9 Erwarteter Ertrag

Den Erwartungswert fiir den Ertrag wollen wir mit H
bezeichnen. Mit Hilfe von Tabelle 4 erhélt man:

(4) H=h,_-P(AAG)+h, - P(AAS)
+h, +P(ZAG)+h, - PZAS)
=h,.-P(A|G)- P(G)+h - P(A|S) " p(S)
+h,.-P(Z|G):p(G) +h,,- P(Z|S): p(S)

Wir wollen H fiir die Fallbeispiele berechnen.

Fallbeispiel 1

Mit (4) und den Werten aus Tabelle 4 und Abb. 4 be-
rechnet man H = -2,658, siche Abb. 6.

W'keit 0,308 0,572 0,006 0,114
Etrag 0 -3 -100 -3
gewicht. Mittel

Abbildung 6: Erwarteter Ertrag bei Fallbeispiel 1

Als durchschnittliche Kosten pro Erdbebenwarnung
sind 2,658 zu erwarten — unter der Voraussetzung,
dass der Anweisung gefolgt wird (d. h. in Kurzform:
¢ = 1). Dies sind dann die minimal moglichen durch-
schnittlichen Kosten {iberhaupt.

Das Verstindnis der Lernenden fiir das dargestellte
Verfahren kann unterstiitzt werden durch die Be-
rechnung des erwarteten Ertrags bei Variation der
Grenze c. Hebt man diese Grenze beispielsweise von
¢ =1 auf ¢ =2 an, so bedeutet das inhaltlich einen
weniger vorsichtigen Umgang mit der Erdbebenwar-
nung, denn dann wiirden auch Warnungen der Stufe 2
ignoriert. Aus Abschnitt 6 {ibernimmt man fiir ¢ = 2:

PAA[G) =X _.p;(x)=055 (& P(Z]G)=0,45)
P(A[S)=% _ px)=0,15 (& P(Z][S)=0,5)
Dies ergibt eingesetzt in (4):

H=-3,294

Das Ignorieren der Warnstufe 2 fiihrt also zu deut-
lich héheren zu erwartenden Kosten.

Fallbeispiel 2

Nach Abschnitt 8 lautet die Entscheidung:

A (keine Behandlung) bei x < 124,653 =:c.
P(Al#)=[p, () dv=£,()

P(Zle)= TP. (x) dx=1-£,(c)

Diese Integrale lassen sich mit der Funktion NORM-
VERT in Excel® berechnen; so erhilt man Tabelle 7.
Die Wahrscheinlichkeiten wurden bereits in Abb. 5
verwendet. Auf eine Darstellung wie in Abb. 6 wird
hier verzichtet, da fiir (4) bereits die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten geniigen.




P(A|G)=0,5616 h, =0
P(A|S)=0,1194 h, =-100
P(Z|G)=0,4384 h,.=-10
P(Z | S)=0,8806 h, =100
P(G)=091  P(S)=0,09
H=2,86

Tabelle 7: Erwarteter Ertrag bei Fallbeispiel 2

Als durchschnittlicher Gewinn pro Patient ist ca.
2,86 zu erwarten — unter der Voraussetzung, dass
der Anweisung gefolgt wird (d.h. in Kurzform:
¢ = 124,653). Dies ist dann der maximal mogliche
durchschnittliche Gewinn tiberhaupt.

Auch hier kann die Variation der Grenze ¢ das Ver-
fahren fiir die Lernenden transparent machen. Setzt
man etwa ¢ = 130, so bedeutet das inhaltlich, dass die
Therapie seltener verordnet wird. Die Auswertung
der Integrale ergibt dann:

p(A| G)~=0,6306
p(A|S)~=0,1587

p(Z | G)=0,3694
p(Z|S)=0,8413

Dies ergibt eingesetzt in (4):
H~2,78.

Die zuriickhaltendere Anwendung der Therapie lasst
somit den zu erwartenden Ertrag sinken.

Bei der Anwendung von (4) in den beiden Fallbei-
spielen wird die Berechnung des erwarteten Ertrages
H dadurch erleichtert, dass sich die Messwerte durch
¢ disjunkt in zwei Teilintervalle (fiir A und fiir Z) zer-
legen lassen.

Es gibt aber Anwendungsbeispiele, in denen die
Messwertbereiche fiir A und Z nicht diese einfa-
che Struktur haben. Dadurch wird die Verwendung
von (4) aber nicht beeintrachtigt. Ein géingiges Bei-
spiel dafiir sind zwei Normalverteilungen fiir p,, und
p, mit gleichem Erwartungswert, aber unterschied-
lichen Varianzen. Dann zerfallen die Messwerte in
der Regel in drei Intervalle (-, ¢), (¢,, ¢,), (C,, +0);
die beiden dufleren stehen fiir A und das innere fiir Z
— oder umgekehrt.

10 Resiimee

Es wurde ein Verfahren vorgestellt, das optimale
Entscheidungen zwischen zwei Alternativen G und S
ermdglicht. Das Optimalititskriterium ist die Maxi-
mierung des erwarteten Ertrags. Als ,Input” werden
zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir dieselbe
ZV bendtigt, je eine unter der Bedingung G bzw.
S. Fiir G und S miissen a-priori-Wahrscheinlichkei-
ten bekannt sein. Die Entscheidung kann A lauten
(,,Annahme* von G) oder Z (,,Zuriickweisung* von
Q). Die Ertrége fiir die vier Kombinationen von G/S
und A/Z gehoren ebenfalls zum Input (4-Felder-Ta-
fel). Damit erhilt man eine Entscheidungsregel fiir
A/Z (siehe Abb. 7). Diese ldsst sich im Unterricht mit
stochastischen Grundkenntnissen herleiten und bietet
zusétzlich die Moglichkeit, Elemente der Analysis
einzubinden.

a priori '
P(G) P(S)

G s

> Entscheidungs-
regel fiir A/ Z

4-Felder-Tafel fur Ertrige
z

Abbildung 7: Ubersicht (iber das Verfahren
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